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第一章 序論 
 
同位体分別とは、物理的・化学的過程を通して同位体比（δ値）が変化すること表す。同位
体分別は物理的・化学的過程に依存して起きる。そのため、ある物質の同位体組成を見るこ
とにより、その物質がどのような過程を経てそこに存在しているのかを推定することが可能
である。 
例えば、重い同位体と軽い同位体を化学平衡で分別する同位体分別は、放射化学、地球化
学、宇宙化学、生物化学等の幅広い分野で議論されている。特に地球化学や惑星科学の分野
において、天然試料の安定同位体の分布は、古水温変動や惑星識別等において広く利用され
ている。自然界での同位体存在比が変化する主要な要因の一つが化学平衡であることから、
化学平衡による同位体分別の評価は自然現象の理解に多く用いられている。本研究では、化
学平衡を仮定した同位体分別の理論値を用いて、地球コアの組成について考察する。 
現在、地球は 2つの主要な層（マントル・コア）から形成されている。マントルは大陸か
ら地下およそ 60 kmの厚さをもつ地殻の下層に位置し、かんらん石を主成分とする岩石で形
成されており、鉄・マグネシウム・ケイ素・酸素等の元素を多く含んでいる。また、地表に
近いため火山火口からサンプルを間接的に入手することが可能である。一方、コアは鉄やニ
ッケルを主成分とする液体金属や金属結晶で形成されていると考えられているが、地下 2,900 
km以下に存在するため、サンプルを直接得ることは不可能である。したがってコアの情報
を得るためには、別のサンプルの実験値や理論計算などから、間接的に求める必要がある。
近年、Moinerらによって、地球マントルと始原的隕石の同位体構成から、コアに含まれる金
属の割合を明らかにする研究が提案された[1]。始原的隕石は炭素質隕石の一種であり、地球
がマントルとコアに分化する前（原始地球）の組成を持つと考えられている。したがって始
原的隕石の同位体組成は、マントル・コアの両成分が均一に混合された、地球全体の組成に
等しいと考えることができる[2][3]。（図 1.1） 
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図 1.1  原始地球における同位体交換反応 
 
文献[1]では、クロム元素に関して地球コアの存在比を推定していたが、本研究では亜鉛元
素に着目し、マントル・コア間の亜鉛金属の同位体分別係数を計算する。そして地球のコア
にある亜鉛金属の割合（𝛾コア）を予測することを最終目的とする。 
𝛾コア =
コアに含まれる亜鉛金属の質量
地球全体に含まれる亜鉛金属の全質量
 (1) 
𝛾コアは、上記のような質量比で定義される。地球全体の安定同位体比は直接知ることはでき
ない。そのため、前述したように、原始地球の元素組成をもつ始原的隕石の安定同位体比を
近似的に用いる。 
 化学平衡における同位体分別は、反応の前後で同位体原子が入れ替わる反応式で表される。
この分別反応の平衡定数にあたる同位体分別因子（𝛼）はほぼ 1 に近く、平衡定数から 1 を
引いた値を同位体分別係数（𝜀）と呼ぶ（(2)式）。 
𝜀 ≡
[コア中の Zn 同位体比]
[マントル中の Zn 同位体比]
− 1 (2) 
また、亜鉛のような軽元素同位体であれば、同位体分別係数は、核の質量項（ln 𝐾𝑛𝑚）とし
て近似される。この核の質量項の理論計算は、気相や溶液中での同位体分別の理論的研究は
多いものの、固体結晶を対象とした研究例は少ない[1][4][5]。 
したがって本論文では、亜鉛原子を含むかんらん石（Olivine）、閃亜鉛鉱（Sphalerite）、
亜鉛スピネル（Gahnite）の三種類をマントルとしてモデル化し、また亜鉛金属結晶をコア
マントル成分 
コア成分 
同位体交換反応 
現在の地球 原始地球 
コア 
鉄・ニッケル等が主成分 
計算モデル：亜鉛金属結晶 
 Znn:n=4,8,16,24 
マントル 
カンラン石等の岩石 
計算モデル：Olivine 結晶 etc. 
      [ZnMg7(SiO4)4] 
 7 
 
としてモデル化し、固体の電子状態計算を行うことで同位体分別係数を計算することを試み
た。計算プログラムには、3 つの周期境界系プログラムである Spanish Initiative for 
Electronic Simulations with Thousands of Atoms (Siesta) , Quantum ESPRESSO（QE） , 
Vienna Ab initio Simulation Package（VASP）を用い、各プログラムで得られた計算結果の
精度や理論値の信頼性について検討した。さらに得られた同位体分別係数の計算値と、始原
的隕石とマントル鉱物の同位体比の実験値を組み合わせることで、𝛾コアを推定した。 
 
 
 
  
8 
 
第 2章 理論 
 
2.1 化学平衡における同位体分別 
 
物質 X,Y が同位体 A,A’（A：重い同位体、A’：軽い同位体）と分子を形成しているとき、
反応の前後で同位体が入れ替わる反応が同位体交換反応であり、以下の一般式で表される。 
AX + A′Y = A′X + AY (3) 
平衡定数にあたる同位体分別因子(α)は 2つの組成の同位体の比で 
α =
[AY]/[A′Y]
[AX]/[A′X]
 (4) 
上式のように表される。同位体分別因子(α)は値がほとんど 1 に近いことから、1 からの変位
(α − 1)を一般に同位体分別係数(ε)と定義する。 
ε ≡ α − 1 (5) 
また、同位体分別係数(ε)は反応の尺度を表し、値が正のとき反応が右に偏ることを意味する。
亜鉛のような軽元素同位体であれば同位体分別係数(ε)は、核の質量項(ln𝐾𝑛𝑚)として近似され
る。 
ε ≡ α − 1 ≅ ln𝐾𝑛𝑚 (3’) 
この核の質量項は分子振動の違いによる効果（質量効果）を表す。また核の質量項に関する
理論計算は、気相や溶液中での同位体分別の理論的研究は多いものの、固体を対象とした研
究例は少ない。 
 核の質量項は 1947年に Bigeleisen-Mayerにより理論的に提唱された[7]。同位体間の電子
状態が等しいと仮定し、重い同位体分子と軽い同位体分子の振動エネルギーが異なるために
生じる効果として考えられている。そのため調和振動子近似下でボルツマン分布を仮定した
換算分配関数比(ln 𝛽)を定義し、二つの分子間の換算分配関数比(ln 𝛽)の差として、同位体分別
係数(ε)を表せる。 
ln 𝐾𝑛𝑚 = ln 𝛽𝐴𝑌 − ln 𝛽𝐴𝑋 (6) 
ln 𝛽 ≡ ln [∏
𝑢𝑖
𝑢𝑖
′
𝑒−𝑢𝑖/2/(1 − 𝑒−𝑢𝑖)
𝑒−𝑢𝑖
′/2/(1 − 𝑒−𝑢𝑖
′
)
 
𝑖
]    ;     𝑢𝑖 =
ℎ𝜈𝑖
𝑘𝐵𝑇
 (7) 
ここで、νは調和振動数、𝑖は振動の準位、𝑘𝐵はボルツマン定数、ℎはプランク定数、𝑇は絶対
温度である。プライムがあるものは軽い同位体、ないものは重い同位体の振動モードを示す。
従って核の質量項は、分子や結晶の調和振動数を求めることで計算可能な量である。 
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図 2.1 重い同位体と軽い同位体のゼロ点エネルギーの違い 
 
(6),(7)式から分かるように、同位体間の振動数の差が大きいほど大きくなる。従って、図の
ポテンシャル曲面において大きな曲率を持つ、言い換えると対象原子が周りと強く結合して
いる分子においては、換算分配関数比はより大きくなる。このことから一般に、重い同位体
は強く結合している分子の方により多く濃縮するといえる[7]。 
 
 
 
 
 
2.2 力の定数近似 
 
 力の定数近似（Force Constant Approximation (FCA)）は、注目する同位体原子にかかる
力の定数のみを数値微分で求め、換算分配関数比(ln 𝛽)を近似的に得る方法である。こちらも
Bigeleisen-Mayerにより理論的に提唱された[7]。 
𝛽𝐴 ≈ 1 +
𝑚 − 𝑚′
𝑚𝑚′
ℎ2𝐹𝐴
96𝜋2𝑘𝐵
2𝑇2
 (8) 
力の定数の近似式は上記の式で表される。ここで、𝑚は重い同位体、𝑚′は軽い同位体、𝑘𝐵は
ボルツマン定数、ℎはプランク定数、𝑇は絶対温度である。𝐹𝐴と重さ、温度を決めることで換
算分配関数比(ln 𝛽)が得られる。𝐹𝐴は、分子 A に含まれる原子 a の x,y,z 方向の力の定数の対
角成分の和である。力の定数近似の導出については、付録 Bにて議論する。 
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第 3章 計算方法 
 
3.1 計算理論 
 
 固体物理の理論計算に適した計算方法として、密度汎関数法（Density Functional Theory , 
DFT）が挙げられる。本研究では、DFT 法を記述する汎関数である一般化勾配近似
（Generalized Gradient Approximation , GGA）を用いて理論計算を行った。 
周期境界系を扱う計算プログラムは多く開発されているが、今回は代表的なプログラムと
して Siesta , QuantumESPRESSO（QE) , Vienna Ab initio Simulation Package（VASP）
の 3 種を用いた。同位体分別係数の計算には振動解析が必要であるが、振動準位を求める計
算では数値的に正しい解を得るのが難しいため、3 種のプログラムを用いて比較を行ってい
る。（先行研究では QE が用いられている[1][4][5]）用いたプログラムの大きな違いについて
述べる。まず Siestaは、原子局在基底を用いている。そのため、基底の数が少なく、計算速
度が速い特徴がある。一方 QE、VASPは、膨大な平面波基底を用いている。そのため、計算
コストが大きいが、計算精度がよいと一般には言われている。また今回はそれぞれ異なる擬
ポテンシャル法を適応しており、詳細を以下に記す。 
 
表 3.1 計算の詳細 
 Siesta QE VASP 
汎関数 PBEⅰ 
擬ポテンシャル NCPPⅱ USPPⅲ PAWⅳ 
基底 原子局在 平面波 
ⅰPBE：Perdew-Burke-Ernzerhof 汎関数 
ⅱNCPP：Norm-Conserving PseudoPotential 
ⅲUSPP：Ultra Soft PseudoPotential 
ⅳPAW：Projector Augmented Wave 法 
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3.2 モデル結晶 
 
 原子地球において、マントル成分とコア成分の間で起こった亜鉛原子の同位体交換反応に
おける分別係数を推定する。コア成分では、亜鉛金属結晶(Zn𝑛)をコアのモデルとし、マント
ル成分では、かんらん石([ZnMg7(SiO4)4])、閃亜鉛鉱(ZnS)、亜鉛スピネル(ZnAl2O4)の三種を
マントルのモデルとした。以下に詳細を示す。 
 
 本研究のモデル結晶を使用すると、2.1章で示した化学平衡による同位体分別において、X
がマントルモデル、Y がコアモデル（亜鉛金属結晶）となる。例えば、X がかんらん石の場
合、同位体交換反応は 
 (Zn かんらん石) + (Zn′Zn𝑛−1) ⟺ (Zn′かんらん石) + Zn𝑛 (9) 
となり、この時の同位体分別因子は 
𝛼 = (
[Zn𝑛]
[Zn′Zn𝑛−1]
)/(
[Zn かんらん石]
[Zn′かんらん石]
) (10) 
となる。質量項は、 
ln 𝐾𝑛𝑚 = ln 𝛽亜鉛金属結晶 − ln 𝛽かんらん石 (11) 
ln 𝛽 ≡ ln [∏
𝑢𝑖
𝑢𝑖
′
𝑒−𝑢𝑖/2/(1 − 𝑒−𝑢𝑖)
𝑒−𝑢𝑖
′/2/(1 − 𝑒−𝑢𝑖
′
)
 
𝑖
]    ;     𝑢𝑖 =
ℎ𝜈𝑖
𝑘𝐵T
 (12) 
と表される。 
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3.2.1 亜鉛金属結晶 
 
 亜鉛金属結晶においては、格子サイズに依る換算分配関数比の依存性を検証するため、格
子サイズをZn4, Zn8, Zn16, Zn24とした。この時、2 原子からなる単位格子の実験値(𝑎 =
2.6648, 𝑏 = 2.6648, 𝑐 = 4.9467[Å], 𝛼 = 𝛽 = 90°, 𝛾 = 120°)[8]を基に、以下のように格子サイズ
を拡大した。 
 
表 3.2 単位格子からのそれぞれの格子の拡大方法 
Zn4 2𝑎 × 𝑏 × 𝑐 
Zn8 2𝑎 × 2𝑏 × 𝑐 
Zn16 2𝑎 × 2𝑏 × 2𝑐 
Zn24 3𝑎 × 2𝑏 × 2𝑐 
 
 
図 3.1 亜鉛の単位格子（2原子結晶（𝑎 × 𝑏 × 𝑐）） 
 
 
図 3.2 亜鉛 4原子結晶（2𝑎 × 𝑏 × 𝑐） 
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図 3.3 亜鉛 8原子結晶（2𝑎 × 2𝑏 × 𝑐） 
 
 
図 3.4 亜鉛 16原子結晶（2𝑎 × 2𝑏 × 2𝑐） 
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図 3.5 亜鉛 24原子結晶（3𝑎 × 2𝑏 × 2𝑐） 
 
 
 更に、今回は 3種類の亜鉛同位体を扱った。以下に使用した亜鉛同位体の詳細を示す。 
 
表 3.3亜鉛元素の同位体の質量と存在比 
 質量[u] 存在比[%] 
Zn64  63.9291 48 
Zn66  65.9260 28 
Zn68  67.9248 19 
調和振動数計算においては、上記の質量を用いた。また、計算対象の結晶の同位体構成を以
下に示す。 
 
表 3.4 計算に用いた亜鉛金属結晶の一覧 
1種の同位体からなる結晶 Zn64 𝑛 Zn
66
𝑛 Zn
68
𝑛 
Zn64 、 Zn66 からなる結晶 Zn64 Zn66 𝑛−1 Zn
66 Zn𝑛−1
64  
Zn66 、 Zn68 からなる結晶 Zn66 Zn𝑛−1
68  Zn68 Zn𝑛−1
66  
Zn68 、 Zn64 からなる結晶 Zn68 Zn𝑛−1
64  Zn64 Zn𝑛−1
68  
 それぞれの計算プログラムでの計算に使用したパラメータを以下にまとめる。 
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表 3.5 それぞれのプログラムでのカットオフエネルギーとサンプル k点 
Siesta カットオフエネルギー [Ry] サンプル k点 
Zn4 3200 45 
Zn8 3200 50 
Zn16 3200 38 
Zn24 3200 28 
 
QE カットオフエネルギー [Ry] サンプル k点 
Zn4 100 126 
Zn8 100 112 
Zn16 100 56 
Zn24 100 24 
 
VASP カットオフエネルギー [eV] サンプル k点 
Zn4 276.72 54 
Zn8 276.72 84 
Zn16 276.72 14 
Zn24 276.72 108 
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3.2.2 かんらん石 
 
 マントルは大きく三つの層に分けられる。より地殻側に位置する上部マントル（地上から
400 km まで）と、400 ~ 670 kmまでの遷移層、670 km からコアまでの下部マントルに分
けられる。このような境界は、マントルの岩石が大きく密度を変化させているところだと考えら
れている。地球の深部ほど圧力が高くなり、鉱物もより密度の大きいものへと変化する。鉱物相
による分類は、上部マントルの上層から順にかんらん石(Olivine)・変形スピネル・スピネル
相となっており、下部マントルは、ペロブスカイト相・ポストペロブスカイト相となってい
る（図 3.6）。 
 
図 3.6 マントルの構造（Wikipediaから引用） 
 
 このうち、かんらん石は、苦土かんらん石(Mg2SiO4)と、鉄かんらん石(Fe2SiO4)の固溶体で
ある。そのため、かんらん石の化学組成は（Mg𝑥Fe2−𝑥SiO4）と表記される。つまり、SiO4四
面体の間をマグネシウムと鉄の合計が 2になる割合で存在している。 
かんらん石には鉱物相の分類のように多形が存在する。上部マントルのかんらん岩中のか
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んらん石は圧力を加えると、約 12 GPa(深さ約 400 km)においてスピネル型に変化し、約 24 
GPa(深さ約 670 km)においてペロブスカイトとマグネシウムオクタイトに分解する。 
 本研究では、先行研究[1]の Cr-Olivine([CrMg7(SiO4)4])構造において、クロムを亜鉛に置
換した[ZnMg7(SiO4)4]をマントルのモデル結晶として採用した。この時の単位格子は、直方
晶であり、それぞれの軸の長さと角度は𝑎 = 4.752, 𝑏 = 10.192, 𝑐 = 5.978 [Å], 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90°
である。 
 
図 3.7 かんらん石結晶 
 
 このかんらん石結晶においても 3種類の同位体を考慮した。以下に示す。 
 
表 3.6 計算に用いたかんらん石結晶の一覧 
Zn64 からなる結晶 Zn64 Mg7(SiO4)4 
Zn66 からなる結晶 Zn66 Mg7(SiO4)4 
Zn68 からなる結晶 Zn68 Mg7(SiO4)4 
 
また、それぞれの計算プログラムでの計算に使用したパラメータを以下にまとめる。 
 
表 3.7 それぞれのプログラムでのカットオフエネルギーとサンプル k点 
 カットオフエネルギー サンプル k点 
Siesta 2000 [Ry] 15 
QE 97 [Ry] 202 
VASP 400.00 [eV] 202 
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3.2.3 閃亜鉛鉱 
 
閃亜鉛鉱の化学組成は（ZnS）と表記される。実験値の構造は、（(ZnS)4）であったため、
格子の中に 8原子存在する構造を用いた。単位格子は、立方晶で、𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 5.409[Å], 𝛼 =
𝛽 = 𝛾 = 90°である。 
 この閃亜鉛鉱において計算対象の結晶の同位体構成を。以下に示す。 
 
表 3.8計算に用いた閃亜鉛鉱結晶の一覧 
1種の同位体からなる結晶 ( Zn64 S)4 ( Zn
66 S)4 ( Zn
68 S)4 
Zn64 、 Zn66 からなる結晶 Zn64 Zn66 3S4 Zn
66 Zn3S4
64  
Zn66 、 Zn68 からなる結晶 Zn66 Zn3S4
68  Zn68 Zn3S4
66  
Zn68 、 Zn64 からなる結晶 Zn68 Zn3S4
64  Zn64 Zn3S4
68  
 
図 3.8 閃亜鉛鉱結晶 
 
また、それぞれの計算プログラムでの計算に使用したパラメータを以下にまとめる。 
 
表 3.9 それぞれのプログラムでのカットオフエネルギーとサンプル k点 
 カットオフエネルギー サンプル k点 
Siesta 2800 [Ry] 32 
QE 97 [Ry] 63 
VASP 276.72 [eV] 56 
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3.2.4 亜鉛スピネル 
 
亜鉛スピネルの化学組成は（ZnAl2O4）と表記される。実験値の構造は、（(Zn(AlO2)2)8）で
あったため、格子の中に 56 原子存在する構造を用いた。単位格子は、立方晶で、
𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 8.087[Å], 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90°である。 
 この亜鉛スピネルにおいて計算対象の結晶の同位体構成を。以下に示す。 
 
表 3.10計算に用いた亜鉛スピネル結晶の一覧 
1種の同位体からなる結晶 ( Zn64 (AlO2)2)8 ( Zn
66 (AlO2)2)8 ( Zn
68 (AlO2)2)8 
Zn64 、 Zn66 からなる結晶 Zn64 Zn7
66 ((AlO2)2)8 Zn
66 Zn7
64 ((AlO2)2)8 
Zn66 、 Zn68 からなる結晶 Zn66 Zn7
68 ((AlO2)2)8 Zn
68 Zn7
66 ((AlO2)2)8 
Zn68 、 Zn64 からなる結晶 Zn68 Zn7
64 ((AlO2)2)8 Zn
64 Zn68 7((AlO2)2)8 
 
図 3.9 亜鉛スピネル結晶 
 
また、それぞれの計算プログラムでの計算に使用したパラメータを以下にまとめる。 
 
表 3.11 それぞれのプログラムでのカットオフエネルギーとサンプル k点 
 カットオフエネルギー サンプル k点 
Siesta 2200 [Ry] 28 
QE 73 [Ry] 36 
VASP 400.00 [eV] 24 
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3.3. 同位体分別係数 
 
 序論で述べたように、本研究は理論計算により得られる同位体分別係数(𝜀)と地球化学分野
の実験値の双方を用いることで、地球に存在する亜鉛金属のうちコアに含まれる量(γコア)を推
定することが最終目的である。本節では、理論値と実験値をどのように利用することでγコア
が得られるのかを示す。 
 (ZnMass
′ )地球を地球上での軽い同位体の存在量、(Zn/Zn′)地球を同位体が均一に分布している
地球の同位体存在比と定義する。また、Znは重い同位体、Zn′は軽い同位体を表す。この時、
同位体原子が均一に分布すると仮定した地球と、現在の地球におけるマントル・コアのそれ
ぞれにおける同位体存在比を考えると次式が成り立つ。 
(ZnMass
′ )地球 × (
Zn
Zn′
)
地球
= (ZnMass
′ )コア × (
Zn
Zn′
)
コア
+ (ZnMass
′ )マントル × (
Zn
Zn′
)
マントル
 
(13) 
この式は両辺において、地球全体における重い同位体の存在量(ZnMass)地球を示していること
が分かる。(13)式の両辺を(ZnMass
′ )地球で割ると、 
(
Zn
Zn′
)
地球
=
(ZnMass
′ )コア
(ZnMass
′ )地球
× (
Zn
Zn′
)
コア
+
(ZnMass
′ )マントル
(ZnMass
′ )地球
× (
Zn
Zn′
)
マントル
 (14) 
ここで、 
(ZnMass
′ )コア
(ZnMass
′ )地球
= γコア (15) 
(ZnMass
′ )マントル
(ZnMass
′ )地球
= γマントル (16) 
と定義する。なお、 
γコア + γマントル = 1 (17) 
である。(15),(16),(17)式より、(14)式は 
(
Zn
Zn′
)
地球
= γコア × (
Zn
Zn′
)
コア
+ (1 − γコア) × (
Zn
Zn′
)
マントル
 (18) 
となり、更に整理すると、 
γコア × (
Zn
Zn′
)
マントル
× [
(
Zn
Zn′)コア
(
Zn
Zn′)マントル
− 1] = (
Zn
Zn′
)
地球
− (
Zn
Zn′
)
マントル
 (19) 
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となる。ここで(19)式の(
Zn
Zn′
)
コア
/ (
Zn
Zn′
)
マントル
は、(4)式で示した例のかんらん石結晶（マント
ルの計算モデル）と亜鉛金属結晶（コアの計算モデル）との間で起こる、亜鉛原子の同位体
交換反応における同位体分別因子(𝜀)に等しい。即ち、(5’)式より、 
(
Zn
Zn′)コア
(
Zn
Zn′)マントル
= 1 + 𝜀 ≡ 𝛼 (20) 
と置き換えることが可能である。従って、同位体分別因子(𝜀)を用いると(19)式は、 
γコア × (
Zn
Zn′
)
マントル
× 𝜀 = (
Zn
Zn′
)
地球
− (
Zn
Zn′
)
マントル
 (21) 
と表される。ここで、(
Zn
Zn′
)
マントル
と(
Zn
Zn′
)
地球
が地球化学分野の実験から得られる値である。 
(
Zn
Zn′
)
マントル
は、マントル中の同位体存在比を表し、火口から得られるサンプルから同位体存
在比の分析が可能である。一方で、(
Zn
Zn′
)
地球
は同位体の分布が均一である地球の同位体存在比
を表すが、このサンプルを直接得ることはできない。そこで、そこで地球化学において、地
球が形成された頃に形成された始原的隕石(炭素質コンドライト)の同位体存在比が、同位体の
分布が均一である地球の同位体存在比に等しいと仮定されている。 
(
Zn
Zn′
)
地球
≈ (
Zn
Zn′
)
始原的隕石
 (22) 
つまり、始原的隕石の分析によって同位体存在比が均一である地球の同位体比(
Zn
Zn′
)
地球
を間接
的に求めることができる。従って、(21)式は、 
γコア × (
Zn
Zn′
)
マントル
× 𝜀 = (
Zn
Zn′
)
始原的隕石
− (
Zn
Zn′
)
マントル
 (23) 
なる。 
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図 3.10 原始的隕石の利用(イメージ) 
 
 同位体化学においては、標準物質の安定同位体存在比((
𝑍𝑛
𝑍𝑛′
)
𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑
)と分析サンプル
((
𝑍𝑛
𝑍𝑛′
)
𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒
)の同位体存在比の隔たりをδZnsampleと表し議論する。通常、千分率(‰)を用いて
表現するほど、δZnsampleの値は 1に比べて小さく、次式で定義される。 
𝛿𝑍𝑛𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒 =
(
𝑍𝑛
𝑍𝑛′)𝑠𝑎𝑚𝑝𝑙𝑒
(
𝑍𝑛
𝑍𝑛′)𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑
− 1 (24) 
この式において、分析サンプルをマントルと始原的隕石とすると、 
𝛿𝑍𝑛マントル =
(
𝑍𝑛
𝑍𝑛′)マントル
(
𝑍𝑛
𝑍𝑛′)𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑
− 1 (25) 
𝛿𝑍𝑛始原的隕石 =
(
𝑍𝑛
𝑍𝑛′)始原的隕石
(
𝑍𝑛
𝑍𝑛′)𝑠𝑡𝑎𝑛𝑑𝑎𝑟𝑑
− 1 (26) 
と表せる。ここで、(23)式の両辺を(
Zn
Zn′
)
マントル
で割ると、 
γコア × 𝜀 =
(
Zn
Zn′)始原的隕石
(
Zn
Zn′)マントル
− 1 (27) 
となり、更に(25),(26)式より、 
過去 現在 
原始地球 現在の地球 
始原的隕石 (
Zn
Zn′
)
地球
≈ (
Zn
Zn′
)
始原的隕石
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γコア × 𝜀 =
𝛿𝑍𝑛始原的隕石 − 𝛿𝑍𝑛マントル
𝛿𝑍𝑛マントル + 1
 (28) 
と整理できる。上式において、𝛿𝑍𝑛マントルは、千分率(‰)オーダーであるため、1 に比べて小
さい。従って(28)式は、 
γコア =
𝛿𝑍𝑛始原的隕石 − 𝛿𝑍𝑛マントル
𝜀
 (29) 
と表すことができる。 
(29)式を用いることで理論値と実験値からγコアを求めることができる。また、γコアは、(15)
式で定義をした通り、「地球に存在する軽い同位体とコアに存在する軽い同位体の存在比」で
ある。しかし、マントル・コア・地球全体の同位体存在比はおおよそ同じであることから、γコア
はより一般に、「地球に存在する亜鉛金属とコアに存在する亜鉛金属の存在比」と置き換える
ことができる。 
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第 4章 結果・考察 
 
4.1 亜鉛金属結晶 
 
 まず、亜鉛金属結晶における構造・振動数・換算分配関数比の計算結果を述べる。 
 
4.1.1 構造 
 
 構造最適化計算前後の結晶構造を比較する。六方最密充填構造における亜鉛金属結晶の実
験値[8]は 3.2.1 章でも示したが、2 原子からなる単位格子は、(𝑎 = 2.6648, 𝑏 = 2.6648, 𝑐 =
4.9467 [Å], 𝛼 = 𝛽 = 90°, 𝛾 = 120°)である。それぞれの亜鉛金属結晶の格子サイズは以下であ
る。今回、角度に関してはすべての系でほとんど変化が見られなかったため、結果は付録 A
に示す。よって、ここでは、格子軸の長さの変化のみを示す。 
 
表 4.1 亜鉛金属結晶のそれぞれの格子軸の長さ 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 
Zn2(実験値) 2.6648 2.6648 4.9467 
Zn4 5.3296 2.3078 4.9467 
Zn8 5.3296 4.6156 4.9467 
Zn16 5.3296 4.6156 9.8934 
Zn24 7.9944 4.6156 9.8934 
 
※ここで、𝑏軸の長さが短くなっているのは、
𝑥, 𝑦, 𝑧座標で長さを表した際に、𝛾 = 120°であ
るから、長さが短くなっている。 
計算に影響がないため、この変化は断りのない
限り無視をする。 
 
 
 
 
 
図 4.1亜鉛の単位格子（2原子結晶）   
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 亜鉛 4原子結晶 
 
 表 4.2にそれぞれのプログラムでの構造最適化計算の結果と実験値を載せる。 
 
表 4.2 亜鉛 4原子結晶の計算結果と実験値からの誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 実験値からの誤差[%] 
実験値 5.3296 2.3078 4.9467    
Siesta 5.3633 2.3211 5.0504 0.63 0.57 2.05 
QE 5.2962 2.2933 4.9645 -0.63 -0.63 0.36 
VASP 5.3161 2.3018 4.9740 -0.25 -0.26 0.55 
 
表 4.2 から、ほとんどが実験値に近い値を示している。（誤差が 1%未満）しかし、Siesta の
c軸のみが 2%の誤差になっている。 
 
図 4.2 亜鉛 4原子結晶 
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 亜鉛 8原子結晶 
 
 表 4.3にそれぞれのプログラムでの構造最適化計算の結果と実験値を載せる。 
 
表 4.3 亜鉛 8原子結晶の計算結果と実験値からの誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 実験値からの誤差[%] 
実験値 5.3296 4.6156 4.9467    
Siesta 5.3659 4.6470 4.9684 0.68 0.68 0.44 
QE 5.2300 4.5293 5.1435 -1.90 -1.90 3.83 
VASP 5.2675 4.5618 4.9970 -1.18 -1.18 1.01 
 
表 4.3から、4原子結晶に比べると、今度は Siestaが実験値に近い値を示している。（誤差が
1%未満）QE、VASPで a,b軸が縮み、c軸が伸びているが、角度は一切変わっていない。 
 
図 4.3 亜鉛 8原子結晶 
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 亜鉛 16原子結晶 
 
 表 4.4にそれぞれのプログラムでの構造最適化計算の結果と実験値を載せる。 
 
表 4.4 亜鉛 16原子結晶の計算結果と実験値からの誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 実験値からの誤差[%] 
実験値 5.3296 4.6156 9.8934    
Siesta 5.3791 4.6584 9.9597 0.92 0.92 0.67 
QE 5.2302 4.5294 10.2876 -1.90 -2.85 3.87 
VASP 5.2317 4.5308 10.1897 -1.87 -1.87 2.91 
 
表 4.4から、こちらも、Siestaが実験値に近い値を示している。（誤差が 1%未満）QE、VASP
で a,b 軸が縮み、c 軸が伸びているが、角度は一切変わっていない。 
 
 
 
図 4.4 亜鉛 16原子結晶 
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 亜鉛 24原子結晶 
 
 表 4.5にそれぞれのプログラムでの構造最適化計算の結果と実験値を載せる。 
 
表 4.5 亜鉛 24原子結晶の計算結果と実験値からの誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 実験値からの誤差[%] 
実験値 7.9944 4.6156 9.8934    
Siesta 8.0466 4.6507 10.0720 0.65 0.76 1.77 
QE 7.9125 4.6431 9.8140 -1.04 0.59 -0.81 
VASP 7.8992 4.5858 9.9151 -1.21 -0.65 0.22 
 
表 4.5から、24原子結晶系では、どのプログラムでもおおむね同程度の誤差が生じているこ
とがわかる。しかし、それぞれ軸が伸びていたり、縮んでいたりと今までとは違う傾向を示
している。この 24原子の系のみ、𝛾の角度も変化しており（付録参照）、その変化とも関連し
ている可能性がある。 
 
図 4.5 亜鉛 24原子結晶 
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4.1.2 振動数 
 
 4.1.1節で示したすべての系に対して、調和振動数計算を行った。 
結晶の調和振動数計算における振動数は、低モードである並進運動の 3 モードが 0 に近い実
数であり、4番目以降のモードが正の振動数を取らなければならない。つまり、4番目以降に
負の振動数が発現した場合は、厳密にはその構造は最安定構造とは言えない。ここでは、3
つの並進モードについて考察を行う。その他の振動モードに関しては、付録 Aに載せる。ま
た、この節での亜鉛原子の重さはすべて 63.9291 [u]である。 
 
 亜鉛 4原子結晶 
 
 表 4.6にそれぞれのプログラムでの調和振動数計算の結果を載せる。 
 
表 4.6 亜鉛 4原子結晶の調和振動計算の結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.011213 5.509374 -0.000002 
2 0.020272 7.209286 -0.000002 
3 0.026843 12.737299 -0.000002 
4 38.289356 72.070833 60.019134 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
 
表 4.6より、Siestaと VASPでは、並進モードが 0に近い数である。両者とも虚の振動モー
ド（以後、負の振動数）が現れているが、値が小さいため、0とみなすことができる。一方
で、QEでは、5~12 cm−1の振動数が現れている。負の振動数は現れていないが、やや大き
い振動数をもつ。これは、基底関数の少なさか、構造最適化の不十分さから出るものである
と推測される。 
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亜鉛 8原子結晶 
 
 表 4.7にそれぞれのプログラムでの調和振動数計算の結果を載せる。 
 
表 4.7 亜鉛 8原子結晶の調和振動計算の結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.024577 17.515291 -0.113245 
2 -0.016256 17.876694 -0.111767 
3 0.007928 23.860321 -0.111767 
4 51.466174 61.558527 45.279 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
 
表 4.7 より、Siesta と VASP では、並進モードが 0に近い数である。両者とも負の振動数が
現れているが、値が小さいため、0 とみなすことができる。しかし、4 原子結晶と比べると、
Siesta では負の振動数が一つ増え、VASP では値が大きくなっている。ただ、まだ許容であ
る。一方で、QE では、17~23 cm−1の振動数が現れている。負の振動数は現れていないが、
やや大きい振動数をもつ。これは、基底関数の少なさか、構造最適化の不十分さから出るも
のであると推測される。 
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亜鉛 16原子結晶 
 
 表 4.8にそれぞれのプログラムでの調和振動数計算の結果を載せる。 
 
表 4.8 亜鉛 16原子結晶の調和振動計算の結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.00888 -24.290640 -0.098392 
2 -0.003219 -8.457730 -0.098392 
3 0.02063 -6.002557 -0.024308 
4 47.853176 36.801114 74.20306 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
 
表 4.8 より、Siesta と VASP では、並進モードが 0に近い数である。両者とも負の振動数が
現れているが、値が小さいため、0 とみなすことができる。しかし、4 原子結晶と比べると、
Siesta では負の振動数が一つ増え、VASP では値が大きくなっているが、8 原子結晶と比べ
ると、Siestaでも VASPでも値が小さくなっている。一方で、QEでは、-24~-6 cm−1の負の
振動数が現れている。やや大きい振動数であるため、Siestaや VASPと比較すると良い結果
ではないと言える。 
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亜鉛 24原子結晶 
 
 表 4.9にそれぞれのプログラムでの調和振動数計算の結果を載せる。 
 
表 4.9 亜鉛 24原子結晶の調和振動計算の結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.013378 -41.741035 -61.706162 
2 -0.004694 -34.777272 -61.656828 
3 0.015614 -27.583044 -55.917306 
4 31.465615 34.353686 -51.392302 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
 
表 4.9 より、Siesta では、並進モードが 0 に近い数である。負の振動数が現れているが、値
が小さいため、0とみなすことができる。しかし、4原子結晶と比べると、Siestaでは負の振
動数が一つ増えているが、8 原子結晶と比べると、値が小さくなっている。また、16 原子結
晶と比べると、負の振動数の値が大きくなっている。一方で、QE では、-41~-27 cm−1の負
の振動数が現れている。また、やや大きい振動数をもつため、Siesta と比較すると良い結果
ではないと言える。更に VASPでは、15モードまで負の振動数をもつ結果になった。これは、
4モード以降に負の振動数を持つため、再度構造最適化計算から考え直す必要がある。 
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4.1.3 換算分配関数比 
 
 4.1.2節で示したすべての系に対して、得られた振動数のうち 4番目以降の振動モードの振
動数を用いて(7)式から、亜鉛金属結晶における換算分配関数比(ln 𝛽)を求めた。なお、これ以
降の議論において換算分配関数比(ln 𝛽)は 1000 分の 1 を表す‰(パーミル)を単位に用いる。
また、この節で扱う同位体交換反応は、亜鉛原子の重さが 63.9291 [u]と 65.9260 [u]である。
(同位体質量差 1.9969 [u]) 
 表 4.10にそれぞれのプログラムでの換算分配関数比(ln 𝛽)の計算結果を載せる。 
 
表 4.10 亜鉛金属結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
Zn4 0.129 0.130 0.108 0.104 0.097 0.050 
Zn8 0.174 0.176 0.154 0.075 0.142 0.075 
Zn16 0.190 0.170 ‐ ‐ 0.174 ‐ 
Zn24 0.172 0.173 0.118 0.068 ‐ ‐ 
 
表 4.10 より、Siesta では、FCA が良い記述を与えるということが分かる。一方で、QE と
VASP の Full の値はお互いに比較的近いが、FCA の記述はあまりよくない。また、Siesta
で得られている値は、他のプログラムで得られた値よりも常に大きい傾向を持つ。 
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4.2 かんらん石 
 
 次に、かんらん石（olivine）結晶における構造・振動数・換算分配関数比の計算結果を述
べる。 
 
4.2.1 構造 
 
 構造最適化計算前後の結晶構造を比較する。先行研究[1]で示されている Cr-Olivine結晶の
理論値の格子定数(𝑎 = 4.752, 𝑏 = 10.192, 𝑐 = 5.978 [Å], 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90°)を初期座標とし、ク
ロム原子を亜鉛原子に置き換え構造最適化計算を行った。なお、Zn-Olivine 自体の実験値は
得られていないので、参考程度に初期座標と理論計算による最適化座標との比較を行う。今
回も、角度に関してはすべての系でほとんど変化が見られなかったため、結果は付録 Aに示
す。よって、ここでは、格子軸の長さの変化のみを示す。 
 
表 4.11 かんらん石結晶の計算結果と初期値からの誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 初期値からの誤差[%] 
初期値 4.7520 10.1920 5.9780    
Siesta 4.8312 10.3792 6.0748 1.64 1.80 1.59 
QE 4.8156 10.3119 6.0773 1.32 1.16 1.63 
VASP 4.8033 10.3224 6.0499 1.07 1.26 1.19 
 
初期値からの誤差を見ると、1%程度であるが、計算結果同士の誤差は 1%未満である。 
すべて、初期値から大きくなっていることが分かる。 
図 4.5 かんらん石結晶 
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4.2.2 振動数 
 
 4.2.1節で示したすべて系に対して、調和振動数計算を行った。 
ここでも、3 つの並進モードについて考察を行う。その他の振動モードに関しては、付録 A
に載せる。また、この節での亜鉛原子の重さは 63.9291 [u]である。 
 
表 4.12 かんらん石結晶の調和振動解析の計算結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.052271 41.232594 4.166674 
2 -0.050523 44.959135 4.161225 
3 0.029859 58.837497 3.448836 
4 93.155764 91.649185 86.162419 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
 
表 4.12より、Siestaでは、並進モードが 0に近い数になっている。負の振動数が現れている
が、値が小さいため、0 とみなすことができる。VASP では、負の振動数は現れていないが、
3~4 cm−1の振動数が現れている。一方で、QE では、41~58 cm−1の振動数が現れている。
負の振動数は現れていないが、かなり大きい振動数をもつ。VASP と QE の結果は、基底関
数の少なさか、構造最適化の不十分さから出るものであると推測される。 
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4.2.3 換算分配関数比 
 
 4.2.2節で示した系に対して、得られた振動数のうち 4番目以降の振動モードの振動数を用
いて(7)式から、かんらん石結晶における換算分配関数比(ln 𝛽)を求めた。なお、この節で扱う
同位体交換反応は、亜鉛原子の重さが 63.9291 [u]と 65.9260 [u]である。(同位体質量差 1.9969 
[u]) 
 
表 4.13 かんらん石結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
ZnMg7(SiO4)4 0.284 0.288 0.229 0.234 0.285 0.206 
 
表 4.13 より、Siesta と QE では、FCA が良い記述を与えるということが分かる。しかし、
QE は Siesta に比べ、値が小さい。一方で、VASP の Full の値は Siesta に比較的近いが、
FCAの記述はあまりよくない。この傾向は、亜鉛金属結晶の結果と同じである。 
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4.3 閃亜鉛鉱 
 
 次に、閃亜鉛鉱（sphalerite）結晶における構造・振動数・換算分配関数比の計算結果を述
べる。 
 
4.3.1 構造 
 
 構造最適化計算前後の結晶構造を比較する。閃亜鉛鉱結晶の実験値[9]は 3.3.1 章でも示し
たが、8原子からなる単位格子は、(𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 5.4093 [Å], 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90°)である。今回も、
角度に関してはすべての系でほとんど変化が見られなかったため、結果は付録 Aに示す。よ
って、ここでは、格子軸の長さの変化のみを示す。 
 
表 4.14 閃亜鉛鉱結晶の構造最適化計算の結果と実験値との誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 初期値からの誤差[%] 
初期値 5.4093 5.4093 5.4093    
Siesta 5.4952 5.4952 5.4952 1.56 1.56 1.56 
QE 5.4116 5.4116 5.4116 0.04 0.04 0.04 
VASP 5.4470 5.4470 5.4470 0.69 0.69 0.69 
 
表 4.14 より、QE が一番誤差が少なく、良い結果を示していることが分かる。VASP も 1%
未満の良い結果である。一方で、Siestaは 1.5%ほどの誤差になっている。 
 
図 4.6 閃亜鉛鉱結晶 
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4.3.2 振動数 
 
 4.3.1節で示した系に対して、調和振動数計算を行った。 
ここでも、3 つの並進モードについて考察を行う。その他の振動モードに関しては、付録 A
に載せる。また、この節での亜鉛原子の重さは 63.9291 [u]である。 
 
表 4.15 閃亜鉛鉱結晶の調和振動数計算の結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.034965 20.070342 2.93979 
2 -0.022075 20.070342 2.93979 
3 0.020077 20.070342 2.93979 
4 94.571176 87.907552 84.311519 
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ 
 
表 4.15より、Siestaでは、並進モードが 0に近い数である。負の振動数が現れているが、値
が小さいため、0とみなすことができる。VASPでは、負の振動数は現れていないが、3 cm−1程
の振動数が現れている。一方で、QEでは、20 cm−1程の振動数が現れている。負の振動数は
現れていないが、比較的大きい振動数をもつ。QEと VASPの結果は、基底関数の少なさか、
構造最適化の不十分さから出るものであると推測される。 
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4.3.3 換算分配関数比 
 
 4.3.2節で示したすべて系に対して、得られた振動数のうち 4番目以降の振動モードの振動
数を用いて(7)式から、閃亜鉛鉱結晶における換算分配関数比(ln 𝛽)を求めた。なお、この節で
扱う同位体交換反応は、亜鉛原子の重さが 63.9291 [u]と 65.9260 [u]である。(同位体質量差
1.9969 [u]) 
 
表 4.16 閃亜鉛鉱結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
(ZnS)4 0.260 0.262 0.256 0.200 0.208 0.097 
 
表 4.16 より、Siesta では、FCA が良い記述を与えるということが分かる。QE は Full の値
が Siesta の値に近いが、FCAの記述はあまりよくない。一方で、VASP は他の 2 つに比べ、
Fullの値が小さく、また、FCAの記述もよくないことが分かる。 
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4.4 亜鉛スピネル 
 
 次に、亜鉛スピネル（gahnite）結晶における構造・振動数・換算分配関数比の計算結果を
述べる。 
 
4.4.1 構造 
 
 構造最適化計算前後の結晶構造を比較する。亜鉛スピネル結晶の実験値[10]は 3.4.1章でも
示したが、8 原子からなる単位格子は、(𝑎 = 𝑏 = 𝑐 = 5.4093 [Å], 𝛼 = 𝛽 = 𝛾 = 90°)である。今
回も、角度に関してはすべての系でほとんど変化が見られなかったため、結果は付録 Aに示
す。よって、ここでは、格子軸の長さの変化のみを示す。 
 
表 4.17 亜鉛スピネル結晶の構造最適化計算の結果と実験値との誤差 
 𝑎 [Å] 𝑏 [Å] 𝑐 [Å] 初期値からの誤差[%] 
初期値 8.0871 8.0871 8.0871    
Siesta 8.3161 8.3161 8.3161 2.75 2.75 2.75 
QE 8.1643 8.1643 8.1643 0.95 0.95 0.95 
VASP 8.1785 8.0696 8.0696 1.12 -0.22 -0.22 
 
表 4.17 より、QE が一番誤差が少なく、良い結果を示していることが分かる。VASP も 1%
未満の良い結果である。一方で、Siestaは 1.5%ほどの誤差になっている。 
図 4.8 亜鉛スピネル結晶 
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4.4.2 振動数 
 
 4.4.1節で示した系に対して、調和振動数計算を行った。 
ここでも、3 つの並進モードについて考察を行う。その他の振動モードに関しては、付録 A
に載せる。また、この節での亜鉛原子の重さは 63.9291 [u]である。 
 
表 4.18 亜鉛スピネル結晶の調和振動数計算の結果(cm−1)（1~3：並進モード） 
Mode Number Siesta QE VASP 
1 -0.010508 -22.658539 
 
2 0.020632 -22.654249 not 
3 0.030893 -22.639063 yet 
4 148.476941 125.624122 
 
⋮ ⋮ ⋮ 
 
 
表 4.18より、VASPは計算中であり、まだ結果が出ていない。おそらく、VASPのみ、構造
が歪み、対称性が崩れているため、良い結果は期待できないと予想される。 
Siesta では、並進モードが 0 に近い数になっている。負の振動数が現れているが、値が小さ
いため、0とみなすことができる。一方で、QEでは、22 cm−1程の負の振動数が現れている。
比較的大きい振動数をもつ。再度、基底の数や、構造最適化の精度を上げて計算する必要が
あると考えられる。 
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4.4.3 換算分配関数比 
 
 4.4.2節で示したすべて系に対して、得られた振動数のうち 4番目以降の振動モードの振動
数を用いて(7)式から、閃亜鉛鉱結晶における換算分配関数比(ln 𝛽)を求めた。なお、この節で
扱う同位体交換反応は、亜鉛原子の重さが 63.9291 [u]と 65.9260 [u]である。(同位体質量差
1.9969 [u]) 
 
表 4.19 亜鉛スピネル結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
(ZnS)4 0.392 0.397 ‐ 0.374 ‐ ‐ 
 
表 4.19 より、Siesta では、FCA が良い記述を与えるということが分かる。QE は Full の値
が正確に出ておらず、これには、振動数の影響があると考えられる。FCAが良いか否かはま
だ言えない。VASPでは、振動数計算が終了しておらず、Fullの値が出ていない。また、FCA
の値は正確に求まっていないため、掲載していない。 
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4.5 同位体分別係数 
 
 コアモデルの亜鉛金属結晶の換算分配関数比(ln 𝛽)とコアモデルの鉱物結晶の換算分配関
数比(ln 𝛽)の差から、同位体分別係数(ε)が得られる((7)式)。2 章で述べたように、この同位体
分別係数(ε)は反応の尺度を示す。今回求めた反応は以下の 3種類である。 
Zn66 𝑂𝑙𝑖𝑣𝑖𝑛𝑒 + Zn64 Zn𝑛
66 ⇔ Zn64 𝑂𝑙𝑖𝑣𝑖𝑛𝑒 + Zn𝑛
66  (A) 
 
Zn66 𝑆𝑝ℎ𝑎𝑙𝑒𝑟𝑖𝑡𝑒 + Zn64 Zn𝑛
66 ⇔ Zn64 𝑆𝑝ℎ𝑎𝑙𝑒𝑟𝑖𝑡𝑒 + Zn𝑛
66  (B) 
 
Zn66 𝐺𝑎ℎ𝑛𝑖𝑡𝑒 + Zn64 Zn𝑛
66 ⇔ Zn64 𝐺𝑎ℎ𝑛𝑖𝑡𝑒 + Zn𝑛
66  (C) 
 
表 4.20 それぞれのモデルでの同位体分別係数(ε) 
ε[‰] 
Siesta QE VASP 
Full FCA Full FCA Full FCA 
かんらん石-金属 -0.16 -0.16 -0.12 -0.13 -0.19 -0.16 
閃亜鉛鉱-金属 -0.13 -0.13 -0.15 -0.10 -0.11 -0.05 
亜鉛スピネル-金属 -0.26 -0.27 ‐ -0.27 ‐ ‐ 
すべての反応において、温度は 1000 [K]と仮定して求めた。同位体分別係数(ε)がすべての反
応で負になっていることから、反応は左に偏ることが分かる。また、それぞれのプログラム
で得られた換算分配関数比(ln 𝛽)の値には差が見られたが、各結晶のln 𝛽の差を取った同位体
分別係数(ε)では差が縮まり、プログラム依存性が少なくなっている。この結果から、マント
ル・コア間における亜鉛同位体交換反応の同位体分別係数(ε)は温度 1000 [K]において、およ
そ-0.3~-0.1[‰]であると推測できた。 
また、プログラム Quantum ESPRESSO を用い GGA/PBE汎関数を用いた先行研究[1]は 
Cr52 / Cr53 の同位体交換反応（T = 1000 [K]）において、クロム結晶の換算分配関数比(ln 𝛽)が
0.33[‰]、クロム原子を含むかんらん石結晶の換算分配関数比(ln 𝛽)が 0.26[‰]であると示さ
れている。本研究の結果と比較すると、系が異なるためそれぞれの数値は異なるが、換算分
配関数比(ln 𝛽)と同位体分別係数(ε)のオーダーが一致している。 
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4.6 𝜸コアの概算 
 
 2.1節で示した同位体分別係数(ε)（(5)式）と地球化学で報告されている実験値を用いて、𝛾コア
を概算する。𝛿Znは(15)式で示され、軽い同位体であるZn′を同位体質量 64とし、重い同位体
であるZnを同位体質量 66 とした。また、参考文献[2]から標準物質は Johnson Matthey 
Company (JMC) 400882Bであり、𝛿 Zn66 始原的隕石として、表 4.22中の炭素質隕石の一種で
ある Ornans (chunk2)の値 0.21[‰]を用いる。𝛿 Zn66 マントルは、火山の火口から採取された試
料の分析値[3]から 0.30[‰]とし、同位体分別係数(ε)を本研究において温度を 1000 [K]と仮定
した計算値である表 4.20の値を用いる。(29)式より、以下の表のようになる。 
 
表 4.21 それぞれのモデルでの𝛾コア 
𝛾コア 
Siesta QE VASP 
Full FCA Full FCA Full FCA 
かんらん石-金属 0.58 0.57 0.74 0.69 0.48 0.58 
閃亜鉛鉱-金属 0.69 0.68 0.61 0.93 0.81 (1.89) 
亜鉛スピネル-金属 0.34 0.34 ‐ 0.33 ‐ ‐ 
 
例えば、かんらん石-金属のモデルであれば、地球に存在する亜鉛金属のうち、コアに含まれ
る割合(𝛾コア)は、約 6割となる。 
表 4.21 中の括弧で囲まれている値は 1 を超えている。これは、VASP-FCA での換算分配関
数比(ln 𝛽)の値が過小評価されており、また、同位体分別係数(ε)の値も小さいため、𝛾コアが正
しく求まっていないことを示している。 
閃亜鉛鉱と金属結晶のモデルでは、QEの FCAと、VASPの Fullでは、大きい値を示してい
る。こちらも、換算分配関数比(ln 𝛽)の値が過小評価されており、また、同位体分別係数(ε)
の値も小さいためであると予想される。 
注意したい点として、表 4.22からわかるように炭素質隕石の値(𝛿Zn始原的隕石)には幅があり、そ
の選択によって𝛾コアの値が大きく変化する。また、理論計算におけるマントルとコアの計算
モデルについても選択肢が残っている。さらにコアにおいては、亜鉛以外の元素(鉄等)を含む
金属結晶のモデルや、高圧下の反応である可能性もあるため圧力依存性についても考える必
要がある。 
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表 4.22 𝛿 Zn66 始原的隕石と𝛿 Zn
66
マントルの実験値 
 
[2] J.-M. Luck, D. Ben Othman, and F. Albarède, Geochim. Cosmochim. Acta., 69, 22, 
5351-5363(2005). 
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第 5章 結論 
 
 本研究では、マントル・コア間での亜鉛の同位体分別係数を求めるために、亜鉛金属結晶
と、3種類の亜鉛を含む鉱物の理論計算を行った。また、3つの周期境界系プログラムである
Siesta , Quantum ESPRESSO (QE) , Vienna Ab initio Simulation Package (VASP)を用い
て、構造最適化計算及び調和振動数計算をすることで、固体結晶における同位体交換反応を
扱う方法論の模索を行った。 
原子局在基底を用いる Siesta では、コアモデル、マントルモデル結晶共に構造が変化して
いる(1%~3%程度)。しかし、平面波基底を用いている QE と VASP では、変化が小さい(1%
未満)という結果であった。 
Siesta と VASP では、コアモデル、マントルモデル結晶共に並進モードがゼロに近い値を
示している。両モデルとも、コアモデルの方がより値がゼロに近い。しかし、QEでは、コア
モデルでは、5 ~ 12 cm−1 程度、マントルモデルでは、−22 ~ 58 cm−1 程度の振動数が現れ
た。構造変化がほとんどなかったものの、調和振動数計算は上手くできていないことが分か
った。QEに関しては、改良の余地が残っている。 
換算分配関数比(ln 𝛽)が大きいほど、重い同位体が濃縮する。今回の結果から、(金属) < (閃
亜鉛鉱）< (かんらん石) < (亜鉛スピネル) の順に重い同位体が濃縮することが分かった。ま
た、Siesta、QE、VASPの全てで同じ順序で求まっている。 
FCAを用いた際の換算分配関数比に関しては、Siestaではほぼ全ての系で良い近似を示し
た。しかし QE では、一部の系でしか良好な値が得られず、VASP では今回求めた系の全て
で近似が破たんしている。FCAが QEや VASPを用いた時にうまくいかない原因は解明中で
あるが、この問題が取り除かれない限り、QE や VASP においては、全振動数を求めた Full
の計算を行わなくてはならない。この場合計算コストが非常に大きくなるため、単位胞内の
原子数が比較的少ない系に QEや VASPの適応が限定される。 
同位体分別係数(ε)は反応の尺度を表し、値が正の時は反応が右に偏る。今回の結果では、
全て負の値であるため、反応は左に向く。換算分配関数比では、三つのプログラム間での差
が大きかったが、換算分配関数比の差である同位体分別係数になると、それぞれの差がキャ
ンセルされ、類似した値を示すことが分かった。今回の結果を総合的に踏まえると、今後類
似の系を計算する際は、Siesta と QE を併用して数値計算の信憑性・安定性を確認するのが
よいと考える。 
地球のコアにある亜鉛金属の割合(𝛾コア)は、同位体分別係数の計算結果と、安定同位体比の
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実験値から、かんらん石モデルでは約 6 割程度コアに存在するということが分かった( T = 
1000 K )。しかし、安定同位体比の実験値には幅があるため、その選定により、𝛾コアの値が
大きく変化する。そのため、用いた値が妥当なのかを地球化学の立場から判断したうえで慎
重に値を選ばなければならない。 
また理論計算においても、採用する温度や圧力の条件により、用いるべき結晶構造が異なる
可能性がある。今回は、常温、常圧で実測された結晶のデータを基に、構造最適化を行った
が、高圧高温実験で得られた結晶構造を基にした𝛾コアの理論計算を行うことが望ましい。 
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付録 
 
付録 A 結果に関するデータ 
 
A.1 亜鉛金属結晶 
 
A.1.1 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 
亜鉛 4原子結晶 
 
表 A.1 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 実験値からの誤差[%] 
実験値 90.00 90.00 120.00    
Siesta 90.00 90.00 119.98 － － -0.015 
QE 90.00 90.00 120.00 － － － 
VASP 90.00 90.00 120.00 － － － 
 
Siestaの𝛾のみ角度が変わっている。 
 
 
亜鉛 8原子結晶 
 
表 A.2 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 実験値からの誤差[%] 
実験値 90.00 90.00 120.00    
Siesta 90.00 90.00 120.00 － － － 
QE 90.00 90.00 120.00 － － － 
VASP 90.00 90.00 120.00 － － － 
 
計算値は、実験値と同じ結果になっている。 
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亜鉛 16原子結晶 
 
表 A.3 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 実験値からの誤差[%] 
実験値 90.00 90.00 120.00    
Siesta 90.00 90.00 120.00 － － － 
QE 90.00 90.00 120.00 － － － 
VASP 90.00 90.00 120.00 － － － 
 
計算値は、実験値と同じ結果になっている。 
 
 
 
亜鉛 24原子結晶 
 
表 A.4 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 実験値からの誤差[%] 
実験値 90.00 90.00 120.00    
Siesta 90.00 90.00 120.04 -0.0001 0.0001 0.0372 
QE 90.00 90.00 119.49 － － -0.4260 
VASP 90.00 90.00 119.86 － － -0.1160 
 
Siestaは全ての角度が変化しており、 
QEと VASPは、𝛾のみ角度が変わっている。 
また、QEと VASPの角度の変化は、Siestaよりも大きい。 
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A.2 かんらん石結晶 
 
表 A.5 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 初期値からの誤差[%] 
初期値 90.00 90.00 90.00    
Siesta 90.00 90.00 90.10 ‐ ‐ 0.114 
QE 90.00 90.00 89.88 0.001 0.001 -0.131 
VASP 90.00 90.00 90.06 ‐ ‐ 0.063 
 
 
 
A.3 閃亜鉛鉱結晶 
 
表 A.6 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 初期値からの誤差[%] 
初期値 90.00 90.00 90.00    
Siesta 90.00 90.00 90.00 ‐ ‐ ‐ 
QE 90.00 90.00 90.00 ‐ ‐ ‐ 
VASP 90.00 90.00 90.00 ‐ ‐ ‐ 
 
 
 
A.4 亜鉛スピネル結晶 
 
表 A.6 構造最適化計算の結果と実験値からの誤差（角度） 
 𝛼 [deg] 𝛽 [deg] 𝛾 [deg] 初期値からの誤差[%] 
初期値 90.00 90.00 90.00    
Siesta 90.00 90.00 90.00 ‐ ‐ ‐ 
QE 90.00 90.00 90.00 ‐ ‐ ‐ 
VASP 90.03 91.00 91.00 0.0367 1.0967 1.0967 
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A.5 換算分配関数比 
 
4章では、亜鉛原子の重さが 63.9291 [u]と 65.9260 [u] (同位体質量差 1.9969 [u])を取り扱
った。しかし、表 3.4で示したように、63.9291 [u]と 67.9248 [u]、65.9260 [u]と 67.9248 [u]
の組み合わせでも計算を行うことが可能である。そこで、この章では、上記の 2 種類の組み
合わせに関して議論する。 
また、同じく 4 章では、温度を 1000 K として計算を行ったが、その他の温度でどのよう
に値が変化するかを議論する。 
 
A.5.1 亜鉛金属結晶 
 
亜鉛金属結晶での換算分配関数比(ln 𝛽)に関して、重さを変化させた結果と、温度を変化さ
せた結果を以下に載せる。先に、表 4.10の結果を下記に再度掲載する。 
 
表 4.10 亜鉛金属結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
Zn4 0.129 0.130 0.108 0.104 0.097 0.050 
Zn8 0.174 0.176 0.154 0.075 0.142 0.075 
Zn16 0.190 0.170 ‐ ‐ 0.174 ‐ 
Zn24 0.172 0.173 0.118 0.068 ‐ ‐ 
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まず、65.9260 [u]と 67.9248 [u]の組み合わせ(同位体質量差 1.9988 [u])を載せる。 
 
表 A.7 亜鉛金属結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
Zn4 0.122  0.123  0.102  0.098 0.091  0.047  
Zn8 0.164  0.166  0.145  0.070  0.134  0.070  
Zn16 0.179  0.161  ‐ ‐ 0.163  ‐ 
Zn24 0.162  0.163 0.112  0.064  ‐ ‐ 
 
表 A.7 の組み合わせの方が同位体質量差はわずかに大きい。その影響で、換算分配関数比は
表 4.10の結果よりも全体的に小さくなっている。 
 
次に、亜鉛原子の重さが 63.9291 [u]と 65.9260 [u] (同位体質量差 1.9969 [u])で、温度を 1000 
[K]から 2000 [K]に変更した結果を載せる。 
 
表 A.8 亜鉛金属結晶の換算分配関数比(ln 𝛽) 
 Siesta QE VASP 
‰ Full FCA Full FCA Full FCA 
Zn4  0.033  0.027  0.026 0.024  0.012  
Zn8  0.044  0.038  0.019  0.036  0.019  
Zn16  0.043  ‐ ‐ 0.043  ‐ 
Zn24  0.043 0.030  0.017  ‐ ‐ 
 
表 4.10と比較すると、値は 4分の 1ほどになっている。 
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付録 B  
 
B.1力の定数近似の導出 
 
平衡定数の自然対数を気体定数(𝑅)と絶対温度(𝑇)で割ったものは、反応物と生成物の標準自由
エネルギーの差と考えることができる。自由エネルギーは分配関数を用いることで、以下の
ように表せる。 
𝐹 = −𝑅𝑇 ln
𝑄
𝑁
 (B.1) 
ここで、𝐹は自由エネルギー、𝑁は物質量であり、分子の分配関数(𝑄)は次式で定義される。 
𝑄 = ∑ 𝑒−(𝜀𝑖−𝜀0)/𝑘𝐵𝑇
𝑖
 (B.2) 
ここで、𝜀0は最低エネルギー、𝜀𝑖は許されるエネルギー状態𝑖におけるエネルギー、𝑘Bはボル
ツマン定数である。(B.2)式を見ると分かる通り、分配関数は、使用できる割合によって重み
を付け、その結果生ずる項の総和を取ったものである。(1)式の平衡定数は、分配関数を用い
て次のように表される。 
𝐾 =
∏ 𝑄𝑝𝑟𝑜𝑑𝑢𝑐𝑡𝑠
∏ 𝑄𝑟𝑒𝑎𝑐𝑡𝑎𝑛𝑡𝑠
=
𝑄(𝐴𝑌) ∙ 𝑄(𝐴′𝑋)
𝑄(𝐴′𝑌) ∙ 𝑄(𝐴𝑋)
=
(𝑄/𝑄′)𝐴𝑌/𝐴′𝑌
(𝑄/𝑄′)𝐴𝑋/𝐴′𝑋
 (B.3) 
古典的統計力学に基づいた場合の分配関数(𝑄𝐶𝐿)は、 
ℎ𝑓𝑄𝐶𝐿 =
1
𝑠
∫ ∫ ∫ ⋯ ∫ ∫ 𝑒−𝐻(𝑝,𝑞)/𝑘𝐵𝑇𝑑𝑝 ⋯ 𝑑𝑞 (B.4) 
と与えられる。ここで、ℎはプランク定数、𝑓は自由度、𝐻は分子のモーメント(𝑝)及び、位置
(𝑞)に関するハミルトニアンである。また、(B.4)式は、 
𝑄 =
1
s
∏ (
2𝜋𝑚𝑖𝑘𝐵𝑇
ℎ2
)
3
2
× ∫ ∫ ∫ ⋯ ∫ 𝑒−𝑢(𝑞)/𝑘𝐵𝑇𝑑𝑞1 ⋯ 𝑑𝑞𝑘
𝑖
 (B.5) 
と表せる。ここで、𝑚𝑖は同位体質量であり、𝑢(𝑞)を含んだ積分項は、分子のポテンシャルエ
ネルギーを表している。この積分項は同位体に依存しない項であることから、異なる同位体
を含む分子における分配関数比は、 
𝑄
𝑄′
=
s′
𝑠
(
𝑚𝑖
𝑚𝑖′
)
3
2
 (B.6) 
となる。 
同位体交換反応の平衡定数の計算では、古典的な比である、(𝑚𝑖/𝑚𝑖)
3
2は良く省かれる。 
これにより、二つの同位体分子の解離の平衡定数の比の計算になる。以下の式で定義する。 
𝑓 =
𝑄
𝑄′
∏ (
𝑚𝑖′
𝑚𝑖
)
3
2
𝑖
 (B.7) 
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古典力学では、(𝑠/𝑠′)𝑓は 1に等しい。この意味は、同位体の解離は起こらないことである。 
量子力学では、分配関数は、一次近似下で並進、回転、振動の分配関数として書かれる。並
進の分配関数はどの温度でも、古典力学の式と同じである。回転の分配関数は水素を除くす
べての場合で、室温では古典である。振動の分配関数の式は、非調和を無視すると、 
𝑄𝑣𝑖𝑏 = ∏
𝑒−𝑢𝑖/2
1 − 𝑒−𝑢𝑖𝑖
 (B.8) 
と表される。ここで、 
𝑢𝑖 =
ℎ𝜈𝑖
𝑘𝐵𝑇
 (B.9) 
である。 高温、若しくは、𝑢𝑖が小さいとき、𝑄𝑣𝑖𝑏は∏ (1/𝑢𝑖)𝑖 になる。これは、古典的な表現
と同一である。 
回転と並進部分が消去されることと同様に、限界値である量の𝑓では、対称数の比のみが残さ
れる。 
 𝑓の値は、振動のみに従い、式は以下のようになる。 
𝑠
𝑠′
𝑓 = ∏
𝑢𝑖
𝑢𝑖′
𝑒−𝑢𝑖/2/(1 − 𝑒−𝑢𝑖)
𝑒−𝑢𝑖′/2/(1 − 𝑒−𝑢𝑖′)𝑖
 (B.10) 
ここで、𝑢𝑖
′ = 𝑢𝑖 + Δ𝑢𝑖であり、プライム付きは軽い分子である。また、Δ𝑢𝑖は常に正である。
整理すると、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = ∏
𝑢𝑖
𝑢𝑖 + Δ𝑢𝑖
𝑒𝑢𝑖/2
(1 − 𝑒−𝑢𝑖−Δ𝑢𝑖)
(1 − 𝑒−𝑢𝑖′)𝑖
 (B.11) 
となる。Δ𝑢𝑖が水素の同位体を除く、全ての場合で小さいとき、(B.11)式は、Δ𝑢𝑖 = 0周りでテ
イラー展開を行うと、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = 1 + ∑ (
1
2
−
1
𝑢𝑖
+
1
𝑒𝑢𝑖 − 1
) Δ𝑢𝑖
𝑖
 (B.12) 
となる。更に、𝑢𝑖自身が小さいとき、(B.12)式は、𝑢𝑖 = 0周りでテイラー展開を行うと、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = 1 + ∑
𝑢𝑖
12
Δ𝑢𝑖
𝑖
 (B.13) 
となる。ここで、 
𝛥(𝑢𝑖
2) = (𝑢𝑖 + 𝛥𝑢𝑖)
2 − 𝑢𝑖
2 = 2𝑢𝑖𝛥𝑢𝑖 + 𝛥𝑢𝑖
2 (B.14) 
であるから、(B.13)式は、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = 1 + ∑
Δ(𝑢𝑖)
2
24𝑖
 (B.15) 
とも表すことができる。 
一方、ある分子の全ての振動数の二乗(𝜈𝑖
2)の和は、以下の式で表される。 
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4𝜋2 ∑ 𝜈𝑖
2
𝑖
= ∑
𝐴𝑛
𝑚𝑛
𝑁
𝑛=1
 (B.16) 
ここで、𝐴𝑛は原子 nの力の定数の対角要素の和を表す。 (B.16)式の右辺を展開すると、 
4𝜋2 ∑ 𝜈𝑖
2
𝑖
=
𝐴1
𝑚1
+
𝐴2
𝑚2
+
𝐴3
𝑚3
+ ⋯ +
𝐴𝑛
𝑚𝑛
 (B.17) 
となる。N 原子分子中のある一つの原子（ここでは原子 1 とする）が同位体交換反応を起こ
したとすると、原子 1の重さが変わり、全体の振動数が変化するため、(B.16)式は、 
4𝜋2 ∑ (𝜈𝑖 + Δ𝜈𝑖)
2
𝑖
=
𝐴1
𝑚1 + Δ𝑚
+
𝐴2
𝑚2
+
𝐴3
𝑚3
+ ⋯ +
𝐴𝑛
𝑚𝑛
 (B.18) 
と書ける。ここで、(B.17)式と(B.18)式の差を取ると、 
4𝜋2 ∑ Δ𝜈𝑖
2
𝑖
=
𝐴1
𝑚1 + Δ𝑚
−
𝐴1
𝑚1
 (B.19) 
となる。ここで、𝑚1 + Δ𝑚は重い同位体（M）、𝑚1は軽い同位体（M′）とし、式を整理すると、 
4𝜋2 ∑ Δ𝜈𝑖
2
𝑖
=
ΔM
MM′
A1 (B.20) 
となる。ここで、A1は、原子①の力の定数の和である。 
 更に式を変形していく。(B.9)式より、 
Δ(𝑢𝑖)
2 = Δ (
ℎ𝜈𝑖
𝑘𝐵𝑇
)
2
=
ℎ2
𝑘𝐵
2𝑇2
Δ(𝜈𝑖)
2 (B.21) 
である。(B.21)式を(B.15)式に代入すると、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = 1 + ∑
ℎ2
𝑘𝐵
2𝑇2
Δ(𝜈𝑖)
2
24𝑖
 
(B.22) 
となる。更に(B.20)式を代入すると、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = 1 +
ℎ2
𝑘𝐵
2𝑇2
∙
ΔM
MM′
A
4𝜋2
24
 
(B.23) 
となる。整理すると、 
𝑠
𝑠′
𝑓 = 1 +
ℎ2
96π2𝑘𝐵
2𝑇2
M − M′
MM′
𝐴 (B.24) 
となり、2章の(6)式と同じになる。 
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